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2. Integrálńı počet poĺı

Úloha 1
Dokažte, že ~ϕ je parametrické zadáńı křivky:
a) ~ϕ = (t, t+ 1), t ∈ R, př́ımka y = x+ 1.
b) ~ϕ = (r cos t, r sin t), t ∈ (0, 2π), kružnice o poloměru r se středem v
počátku soustavy souřadnic.

Úloha 2
Vypočtěte pomoćı křivkového integrálu práci pole ~F po křivce ~l:
a) ~l(t) = (t, 0), t ∈ (0, 2), ~F (x, y) = (0, 1)
b) ~l(t) = (t, t− 1), t ∈ (0, 1), ~F (x, y) = (1, 1)
c) ~l(t) = (t, t2), t ∈ (0, 1), ~F (x, y) = (x− y, x+ y)
d) ~l(t) = (cos t, sin t, 0), t ∈ (0, 2π), ~F (x, y, z) = (x, y, z)

Úloha 3
Dokažte, že ~σ je parametrické zadáńı plochy:
a) ~σ = (1− u− v, u, v), u, v ∈ R, rovina z = 1− x− y.
b) ~σ = (r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ, r cosϑ), ϕ ∈ (0, 2π), ϑ ∈ (0, π), kulová plo-
cha o poloměru r se středem v počátku soustavy souřadnic.

Úloha 4
Pomoćı plošného integrálu vypoč́ıtejte tok vektorového pole ~F plochou ~S,
použijte vektor vněǰśı normály:
a) ~S(u, v) = (0, u, v), u, v ∈ (1, 2), ~F (x, y, z) = (0, y, z)
b) ~S(u, v) = (u−v, 2u−v, u+v), u, v ∈ (0, 1), ~F (x, y, z) = (x, y, z), srovnejte
použit́ı obou voleb normálových vektor̊u
c) ~S(u, v) = (cosu sin v, sinu sin v, cos v), u ∈ (0, 2π), v ∈ (−π

2 ,
π
2 ), ~F (x, y, z) =

(x, y, z)

Úloha 5*
Vypočtěte pomoćı křivkového integrálu práci pole ~F po křivce ~l:
a) ~l(t) = (t, t2), t ∈ (−1, 1), ~F (x, y) = (x2 − 2xy, y2 − 2xy)
b) ~l(t) = (1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t), t ∈ (0, 1), ~F (x, y, z) = (x, y, x+ y − 1)
c)~l(t) = (2 cos t,−3 sin t, 0), t ∈ (0, π2 ), ~F (x, y, z) = (xr ,

y
r ,

z
r ), r =

√
x2 + y2 + z2
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Úloha 6*
Délka křivky ~ϕ : 〈a, b〉 → R je definována jako

∫
~ϕ

1 dϕ =

b∫
a

∣∣∣∣ d~ϕ

dt

∣∣∣∣ dt.

Vypoč́ıtejte ji pro následuj́ıćı křivky (r je konstanta):
a) ~ϕ(t) = (t, t), t ∈ (0, 1)
b) ~ϕ(t) = (r cos t, 0, r sin t), t ∈ (0, 2π)
c) ~ϕ(t) = (3t− 2, 2t+ 1, 6t), t ∈ (0, a)

Úloha 7*
Obsah plochy ~σ : Σ→ R3, (Σ ⊂ R2) je definován jako∫ ∫

~σ
1 dσ =

∫ ∫
Σ

∣∣∣∣ ∂~σ∂t1 × ∂~σ

∂t2

∣∣∣∣ dt1 dt2.

Vypoč́ıtejte obsah následuj́ıćıch ploch (t1, t2 jsou konstanty):
a) ~σ(t1, t2) = (t1, t2, 0), t1 ∈ (−2, 1)t2 ∈ (0, 1)
b) ~σ(t1, t2) = (r cos t1, r sin t1, t2), t1 ∈ (0, 2π), t2 ∈ (0, v)
c) ~σ(t1, t2) = (r cos t1 sin t2, r sin t1 sin t2, r cos t2), t1 ∈ (0, 2π), t2 ∈ (0, π)

Úloha 8*
Ověřte, zda je pole ~F potenciálové a nalezněte jeho potenciál (Q1, Q2, π, ε
jsou konstanty):
a) ~F (x, y) = (x, y)
b) ~F (x, y, z) = (2y, 2x+ 3z, 3y)

c) ~F (x, y, z) = −Q1Q2

4πε
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(x2+y2+z2)
3
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