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Téma 2: Vlastnosti lineárńıch operátor̊u

1. Vypočtěte komutátor
a) [ÂB̂,Ĉ] tř́ı operátor̊u Â, B̂, Ĉ s použit́ım [Â,Ĉ] a [B̂,Ĉ],
b) [ d

dx ,x],
c) operátoru polohy x̂ a hybnosti p̂,
d) [x̂− p̂,p̂− x̂],
e) [x̂p̂,x̂],
f) [ ∂

∂x ,f(x, y, z)], kde f je komplexńı funkce,
g) [x̂,∆].

2. Které z následuj́ıćıch operátor̊u Â jsou lineárńı (u ≡ u(x) je komplexńı funkce)?
a) Âu = λu, kde λ je komplexńı konstanta,
b) Âu = u∗,
c) Âu = u2,
d) Âu = du

dx ,

e) Âu = 1
u ,

f) Âu = d2u
dx2 + 3u2.

3. Nalezněte sdružené operátory k operátor̊um a) – e) a ověřte zda nejsou samosdružené (hermitovské
operátory):

a) Â = x,
b) Â = d

dx ,

c) Â = f(x), f(x) je komplexńı funkce,
d) Â = f(x), f(x) je reálná funkce,
e) Â = c, c je komplexńı č́ıslo.

4. Ověřte, zda jsou následuj́ıćı operátory hermitovské
a) operátor hybnosti p̂ = −ih∇,
b) Laplace̊uv operátor ∆.

5. Nalezněte vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory následuj́ıćıch matic:

a)

(
−1 2
2 2

)
b)

−2 0 0
0 −1 2
0 2 2


c) dvojhladinového hamiltoniánu Ĥ =

(
E0 A
A E0

)
, E0, A ∈ R.

6. Nalezněte vlastńı hodnoty a vlastńı funkce následuj́ıćıch operátor̊u:
a) d

dx ,

b) i( d
dx ),

c) x+ d
dx ,

d) -i( d
dϕ ), kde ϕ je úhel rotace okolo osy z (ve sférických souřadnićıch).

7. Propojte vlastńı funkce v pravém sloupci s jejich odpov́ıdaj́ıćımi operátory v levém sloupci. Jaké
vlastńı hodnoty odpov́ıdaj́ı vlastńım funkćım?

i. (1− x2) d2

dx2 − x d
dx a. 4x4 − 12x2 + 3

ii. d2

dx2 b. 5x4

iii. x d
dx c. e3x + e−3x

iv. d2

dx2 − 2x d
dx d. x2 − 4x+ 2

v. x d2

dx2 + (1− x) d
dx e. 4x3 − 3x
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