Diferenciélni p@et funkci jedné realné pramné -2.1-

DERIVACE
FUNKCIi JEDNE REALNE PROM ENNE

UVODNI POZNAMKY

| derivace, podohijako limity, mizeme péitat rekolikerym zpisobem, a to konkré&rpomoci:

> definice,

> vét o algeliie derivaci,

> véty o derivaci slozené funkce,
> véty o derivaci slozené funkce.

Obvykle postupujeme tak, Ze néjee ukime derivace jakési zakladridy funkci gimo pomoci definicka
nasleds tuto minimalni tidu rozsfime pomoci vySe uvedenychty na funkce komplikova$jsi.

VYPOCET DERIVACE POMOCI DEFINICE

Pripomaime si nejdiive definici derivace funkckv bodk a

FO)- @) _ iy f(@+AX- (3
X-a 2x-0 Ax '

f'(a) E%(a):lim

X-a

Budeme-li chtit nazndt, Ze bod, v 8mZ derivaci pgitdme, je zcela libovolny, pouzijeme préj mbvyklejsi
ozn&eni prongnné —x, a definici grepiSeme do tvaru
=9 (% = lim 1A= TO)_jy TO*AX= (Y
dx z-x  zZ—X 8x-0 AX

PRIKLAD 1
Pro f(x) =2x* + 6x— 3 urtete f'(2).

Reseni
Priklad vyfeSime pomoci obou variant definice derivace. Budkpaitat spravi, musime
pochopitel’ dojit v obou pipadech ke stejnému vysledku. Postup wpge jasny

a) dosadime zadani do obecné definice derivace,

b) upravime limitovany vyraZ,

c) pomoci vhodnychét (zpravidla algebraickych) &ime limitu upraveného vyrazu.

2 — — — (—
A F)=lim @O (K FH 62 3 | X 6o 20, 2 2 5)
X2 X—2 X2 X—2 X 2 X— 2
= 1im 2X =2+ 3 _ iy 15(x+5)] = lim 2xlim(x+5) :|im2x(|im x+|im5) =
X2 X—2 X= 2 X 2 X 2 X 2 X 2 X 2
=2x(2+5)=14.

[2x (2+Ax) + 6x (2+Dx)- 3~ 2 2+ & 2 3
AX -
[ 2% (4+ 4xDx+AX )+ 6x (24 AX)- 3= 17 2Ax? +14Ax

=lim = lim =lim (2Ax+14) =
AX-0 AX AX-0 AX Ax-0

) 1@=1m,

! Pro nase pieby bude stit, pokud pomoci definice tfme derivace jerityt elementérnich funkci ¥, sirx,
cox a €.

Z Limitu, kterou ziskdme po dosazeni zadani do iefiderivace, nefiteme péitat piimo (nag. pomoci algeb-
raickych \t). Dosli bychom totiz k neditému vyrazu 0/0.
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=lim (2Ax) + lim 14 = lim 2% lim Ax+ lim 14 = 2x 0+ 14= 14,
AX -0 Ax-0 AX- 0 Ax- 0 AX- 0 ==

Plati tedy f'(2) = 14.

PRIKLAD 2
Pro f(x) =2x*+6x- 3 ursete f'(a).

ReSeni

Tento iklad je obecSi verzi fikladu 1, derivujeme stejnou funkci, pouze bodEmh
derivaci p@itame je obecny. Podobiako v gedchazejicim ipkladu bychom mohli vypiet
provést dvojim zfisobem. V zajmu S&tni mistem se omezime tentokrat jen ni@sap prvni
- A, vypciet podle schématu Bgnechavameétenéi.

(2¢* +6x-3)- (2 + 6a- 3)_ . = 2(6¢- & } 60 a) . [2(x+2)+6] (x-8) _

f'(a) =lim
X—a X—a X-a X—a X-a X— a

lim[2(x+ a) +6] = lim 2x lim(x+ a)+|im6:lim2><(lim x+lim g+lim6 =2( a+ 3+6=4 a6

Muzeme tedy psétf'(a) =4a+6 nebo, pouzijeme-li pro bod, ¥mZ derivaci pgitame,
oznaenix, také f'(x) = (2> + 6x— 3) = 4x+ €3

PRIKLAD 3

Dokazte, ze pro libovolné&ipozenén plati (x") =nx"".

Reseni
Timto piikladem se dostavame k prvnimu &gi obecnych vzorit, které potebujeme znét,
chceme-li v dal§im pouZivatty o derivacicl Pri jehofeSenf (tentokrat budeme postupovat
podle scéni& B) vyuzijeme tzv. binomickouétu

(a+b)" = a“+(2) a”‘1b+(2) d? 6+...+(nf1) ali+ B,
kde

(n) _ n!

kI (n=K)!x K

a symbolenk! ozna&ujeme faktoriakislak, k!=1x2x3x...xk.

Ale zpet k vypaitu naSi derivace:

3 vSimrgte si, e pokud do tohoto vzorce dosadime podldrdatiikladu 1a = 2, ziskame té7 i vysledekikla-
du 1 (14).

* Pozor ovem, vzorec dok&Zeme zatim jen pimzené mocninyn = 1, 2, 3, atd. Roz&ni jeho platnosti na
obecné realné mocniny provedeme postupdalSich pikladech této kapitoly.
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(x")' i (x+8x)" =X X"+ Z)XHAX+(2) X2AR+... nfl) D X+A X X

A~ =lim =
AX-0 AX £x-0 AX

&x-0 AX
”) X72AX+...

- | li(n) Xn—l+
ax-0[ \1 2
= lim [() x”'l} +lim [() x“'?Ax} +..+lim [AXT]).
ax-0| \1 Ax-0| \ 2 AX- 0
V poslednim vyraze jsou ale v8echny limity aZ naapnulové, nizeme tedy psét

(o) = im| 1) =(;)

(n): n! :n><(n—1)><(n—2)><...><2><1:n
1 (n-)x1! (n-1)x(n—-2)x...x2x1x 1

n?l) >A>{*2+A>{*1}:

a po Upraw

i vysledny vzorec
(x”)' =nx".

CVICENI K PRIKLAD UM 1-3
1. Pomoci definice vypttejte f'(a) pro nasledujici funkce a volby bodu

a) f(x)=x,a=-2 d) f(x)=x, alR 9) f(x)=c, aOR ©

b) f(x)=x*, a=1 e) f(x)=x*, alR eh) f(x)= AX + Bx+ C,a=1"

c) f(x)=xX-X+x-1,a=2 f) f(x)=x-x, alR eei) f(x)=AX + Bx+ C, allR
PRIKLAD 4

DokaZte, Ze(cosx J = — sinx a (sinx) = cosx.

Reseni
Nartad jsou dalSi d¥ dilezité derivace, které je nutno vyfist pomoci definice. Prderivaci
funkce kosinus plati

_ . COSK+AX)- cox _ . cOoX cadsx— sSiR sihx- cos
(cosx ) = lim = lim =
AX—0 AX AX-0 AX
. cosAx—1 . simx . . COAX— 1 .. . . SIAX
= lim | cosx - sinx = limcosxx lim————= limsinxx lim—=
Ax-0 AX AX Mx-0 Ax- 0 AX Ax- 0 Ax-0 AX

® \lyuzivame toho, Ze sechova pi limitovani podleAx jako konstanta. Tuto poznamku si @elpromyslete a
zapamatujte. JaShekolikrat jeji tvrzeni pouzijeme, n&pjiz v obou nasledujicichifkladech.

® ¢ je libovolna realna konstanta.

" A, B aC jsou libovolné realné konstanty.
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=cosxx 0- sinxx E - sirx,

kde jsme vyuZili so&tovy vzorec pro goniometrickou funkci kosinus
cos@ +B)= cost coB—- sia s

a limit znamych z cvieni 3 k gikladu 6 kapitoly 1 $pojitost a limity

. cosAx—-1 . SIinAX
im—— =0 a lim =
X0 AX -0 AX

1.

Podobr miZzeme psét prderivaci funkce sinus

sin(x+Ax)—sin(x) _ im COSX Sif\ X+ SirnX cas x  Six_

(sinx) = lim
Ax -0 AX Ax -0 AX
. . CcosAx—-1 SIMX . . . COoOAX— 1 . . SIAX
= |lim | sSin Xx——+ cosX = lim sinxx lim———+ lim cosxx lim——=
Ax-0 AX AX Mx-0 Ax-0 AX Ax- 0 Ax-0 AX

sinxx 0+ cosxx E cox,

piicemz tentokrat vyuZzivAme s&tového vzorce

sin(@ +f)=sina cog+ coa Sif.

PRIKLAD 5
Dokazte, ze & 'F €.

Reseni
Posledni z derivaci, kterou musimeiupomoci definice, je derivace exponencialni fumkc
s pirozenym zé&kladem. | vtomto vypm vyuZijeme znalosti o limitach z &eni 3
k prikladu 6 kapitoly 1 $poijitost a limity. Vyposet je, aZ na jednu netrivialni limfujedno-
duchy

e — ¢ ger- é T-1 E-1

€)' =lim —==lim ————=lim ¢ =lim & xlim
Ax-0 AX Ax- 0 AX Ax- 0 AX Ax- 0 Ax-0 AX

=& =

[I5Y

VYPOCET DERIVACE POMOCI ALGEBRAICKYCHV ET

Nejdrive si Wty, které budeme v dalSim pouZivat, tiupiipomeaime. Pro pehlednost je zapisujeme v co nej-
struengjSim tvaru. Podrobné Zni naleznete v kapitole 1Breviére.

1

>  (fxg)=fzd,
> (Cf)':cf'
> (fm) =f o+ fy,
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(4]
g g

PRIKLAD 6
Pomoci ¥t o algelie derivaci a vzoid X =1 ac =0 urtete f'(1),

kde f(x )_3X !
2x+1

Reseni
Nejdtive ugime derivaci funkcé v obecném batlx:

+1 pod..u( x+1) (2x+ 1) - ( 3+ ( i“:;x?:e([sx] +1)(2x+1)—(3x+])([2x] +i)
(2X+1} (2x+1)° ) (2x+17°

derivace

e +1) (20 )= (30r 3 2+ Y VE(axre o) 20+ (3 Y X E P

(2x+1) i (2’
C(Bx1+0)( X+ (H+Y(xx D 1
(2x+1)° (2x+ 3
Muzeme proto psat
f'(x ——
¥ (2x+12)*
a po dosazeni=11i
f’(1)-; —1
(2x1+7) 2
PRIKLAD 7

DokaZte, Ze profjrozenan plati (x ") =-nx ™", *°

Reseni
Uvédomime-li si, zex™" =1/ x" mizeme pomoci &ty o derivaci podilu psat

(x") =( 1] JDX () O e X X e

(Xn)z - X2n - X2n

° Viz piiklad 3 a cvieni g k pikladiam 1-3.

9 Timto prikladem roz&ujeme platnost vzorc(axn ) =nx"" na v3echna cela (kladna i zaporna)
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PRIKLAD 8

Dokazte, z€(tg x)' =1/cos x.

Reseni
Pti feSeni tohoto ffikladu uzijeme definici goniometrické funkce tangety x = sinx / cosx,
vétu o derivaci podilu aftve odvozené vzorce pro derivaci sinu a kosinu:

(tgx)' :(sinxj' _ (sinx)x cosx— sinx (cox') cosz cos sk — ( SK_

COSX co$ x casx
_coSx+sifx_ 1
cos X coé X

CVICENI K PRIKLAD UM 6-8
1. Urcete f'(a) pro zadané funkcea hodnotya.

a) f(x)=@x+1)(2x+2), a=-1 2

d) f)=——,a=n 9 f(n=)x-1,a=3 @
COSX
b) f(x)=—>, a=0 e) f(x) =&, a=-1 h) f(x) =[x +2x-4, a=-1
1-x
c) f(x)=tg’x, a=1/4 f) f(x)=e*, a=2 i) f(x)=|cosx+ siny, a=3m/4

2. Pro zadané funkce vypitejte f'(x). 2

a) f(x)= A%+ Bx+ C d) f(x)=cotgx eg) f(x)=cos ()

ob) F(X)=AX+ A X" +...+ Axr A e) f(x)=sin*x eh) f(x)=sin(2x)
Ax+ B - . _

oC) f(x):c))((+D f) f(x)=sin’x oi) f(x)—|x2+3x+2|

3. Ureete (e2x ) a (e3X ) .

ee4. Pomoci principu matematické indukce dokazte ph;ttnmtahu(e”x)' = n€™, n je prirozenédislo.

5. Pomoci vysledku cueni 4 dokazte protjpozenan platnost vztahl(e'”x) =-ne™.

VYPOCET DERIVACE POMOCI V_ETY O DERIVACI INVERZNI FUNKCE

Derivaci inverzni funkce pigtame podle vzorce

f(x)' =1/ f'(y)|y=f,1(x) :

Postup je tedy nasleduijici:

a) nalezneme funkcif (x) , k niZ je zadana funkcé (x) inverzni,

1 pri vypoctu derivace zadané funkce v lod = 3 se niizeme omezit jen na malé okoli tohoto bodu,inap
interval (2,5;3,5). Pro x[(2,5;3,5) je ale vyrazx* -1 kladny, mizeme proto § vypoitu derivace psat
f(x)=x"-1.

12 A B, C, D aA, jsou reélné konstanty, prirozenéislo.
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b) tuto funkci derivujeme podle jeji nezavislé promeé (z pochopitelnychisdtodi pro ni pouzivame jiné
oznaeni, zdey, nez pro nezavislou pramnou funkcef ™ ),

c) udklame reciprokou hodnotu vysledku

d) a nakonec dosadime za nezavislou pmamou funkce ze vzorcey = f(X).

PRiKLAD 9

Pomaoci ¥ty o derivaci inverzni funkce tete Jx .

Reseni
Funkce f *(x) = Jx je inverzni funkci k funkcif (y) = y?, jejiz definiéni obor je omezen na
nezaporng.'® Derivaci f (x) =+/x budeme tedy pitat podle vzorce

! _ 1 1
X = () =—— =——| =,
f(y)' y=11(x) (yz)’ y=v'x
ktery dale vede k
L
yy:& _2 X

VSimrete si, Ze ziskany vysledek je mozZno pséati ve tvaru
1\ 1 -
() =2t

ktery je zcela v souladu gide ziskanym vzorcem platnym pro céikelné mocniny(x")' = nxX"™.

PRikLAD 10

Pomoci ¥ty o derivaci inverzni funkce sete (In x)' .

Reseni
Funkce f (x) =In x je inverzni funkci k funkcif { ¥ €', mizeme proto (nyni jiz stemeji)
psat

' 1 1 1
Inx) = = = =
( ) (ey), y=In x e’ y=Inx én "

I |

PRikLAD 11

Pomoci ¥ty o derivaci inverzni funkce tete (arcsinx)

Reseni
Funkce f (x) = arcsinx je inverzni funkci ke goniometrické funkdi(y) =siny, jejiz defi-
ni¢ni obor byl omezen zidoda prostoty na interva{—n/ 2,1t/ 2>. MiaZzeme tedy psat

13 Jinak by nebyla funkcd (y) = y? prosta, a netsia by tedy ani funkci inverzni.
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1

COSX

(arcsinx)' =

H /
(Sln y) y=arcsinx y=arcsinx

a zajisté i pokréovat a napsat vysledek formélive tvaru
-
cos(arcsix
Jen z¥Zi si ale pod takovym vysledkentepistavime &co konkrétniho. Vyplati se proto na-
sledujici Gpravi
1 1 1 1

COSY|, —aresine J1-sirty J=arcsing B \/ 1- sirf (arcsinx )_ \/ 32

pomoci které ziskame katrey vysledek v pogkud prijatelngjSim tvaru

(arcsinx)' =

1-x2

CVICENIi K PRIKLAD UM 9-11

1. Pomoci ¥ty o derivaci inverzni funkce &ete derivace nasledujicich funkci.cete téz defirini obor kazdé
z uvedenych funkci.

a) (%) =x-1 (15) ) f7H(xX) =In(x+1) e) f(x) = arctgx
b) £7(x) = 2~ 6x d) fi(y=arccosx 9 ) £7(x) =arccotgx

VYPOCET DERIVACE POMOCI V ETY O DERIVACI SLOZENE FUNKCE

Derivaci sloZené funkcd (g(Xx)) pocitdme podle vzorce

F(9(9) = (W], 4y x93
Postup je tedy nasleduijici:
a) nalezneme rozklad derivované funkce na funkéjdinf (y) a funkci vnitni g(x) ,*’
b) provedeme derivaci ¥Bi funkce podle jeji nezavislé prénné (zdey) a po provedeném derivovani
dosadime za tuto nezavislou pramou funkci vnitni,

c) provedeme derivaci funkce vinit,
d) vSe dosadime do obecného vzorce pro derivovarérsofinkce.

“ Protoze jsme seysomezili na intervak -1t/ 2,1/ 2), mizeme psatosy =/ I- sifi y a ne pouze

|cosy £+ F siRy, jak by plynulo z obecné rovnostin’ y+ cog y = .

!> Nejdtive musime zjistit, ke které funkci jé ™(x) =/x-1 funkci inverzni. Postup je obvykly:y:\/pl
praw, kdyz x = y* +1. Hledana funkce je tedy dan#egpisem f (y) = y* +1. Déle jiZz postupujeme podlety
o derivaci inverzni funkce.

16 yiysledky cviteni d — f, ke kterym bystedh dojit, naleznete Breviai, kap. 1.2.
" Rozklad nemusi byt vzdy jednozme ani na prvni pohledigjmy. Casto se nabizi vice moznosti.
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PRiKLAD 12

Pomoci ¥ty o derivaci sloZené funkcedate (x* +3)% '8

Reseni
Funkceh(x) = (¥ +3)* je evident& sloZzenou funkcih(x) = f(g( %) . Odpovidajici vji a
vnitini funkce jsouf (y) = y*° a g(x) = ¥ +3. Mzeme tedy psat

> f'(y) =99y”,

> f’(y)|y=g(><) - ggygg‘y:xz+3 = 99(< + 3f",

> g'(x)=2x,

> '(g(X) =99(xX + 3y°x 2x= 198 (¥ + 3J°.
Plati tedy

(x* +3)% =198« (x*+ 3)°.
PRIKLAD 13
Urcete prvni derivaci funkcé x(3 a‘, kdea je kladnétislo.

Reseni

Pri feSeni tohoto ikladu vyuZijeme jeden po¥mé uziteiny trik. Pro a* budeme psat
a*=d"¥ = "2 coz ndm umozniipvést derivovanou funkci do tvat(x) = é"?. Z ngj je
jiz na prvni pohled patrno, Ze se jedna o funkciehou, s V&Si funkci je f {y)=€¢ a s
funkci vnittni g(x) = xIn a. MiZeme proto psat

h'(x)s(e"”a)':(é)' x(n § = é{yzxmaXIn & &In a "éxin a % .

y=xln a

CVICENI K PRIKLAD UM 12-13

1. Pomoci ¥ty o derivaci sloZené funkcedate derivace nasledujicich funkci.cete téZ defirini obor kazdé
z uvedenych funkci.

a) h(x) =¥ -1 d) h(¥) =In(x* ~1) g) h() = X 9
b) h(X) = sin(5x- 6) e) h(x) = e eh) h(X) =In|siny ~ ©?
c) h(X) = cos(sinx) f) h(x) =log, x @D ei) h(x) =In|cos¥

18 Uvedenou derivaci bychom mohli jispatitat pomoci ¥ty o derivaci sotinu aplikované na 99-nasobny sou-
gin (X2 +3)x (X +3)x...x (x*+ 3). Neni v3ak zajisté zadnych pochyb o tom, jak kdékopany vypaet by to
byl.Véta o derivovani sloZené funkce vede naopak k ¥tgpporerné jednoduchému.

¥ pouzijte triku z pikladu 13.

% Derivaci pd@itejte zvl4$ na intervalech, na nichZ gnx > 0, a zvla$ na intervalech, na nichz$inx< 0 .

2L vyuzijte vysledku pikladu 13 a ¥ty o derivaci inverzni funkce
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Derivace

Vysledky:

CVICENI K PRIKLAD UM 1-3

la) 12, 1d) 3a?, lg) O,
1b) 4, le) 4, 1h)  2A+B,
lc) 9, 1f)  3a’-2a, 1)  2Aa+B,
CVICENI K PRIKLAD UM 6-8
la) 16, 1d) -2m, 19) 6,
1b) -1, le) 2e7, 1h) 0,
lc) 4, 1f) -e?, 1i) 0.
2a) 2Ax+ B, 2d) - 12 , 2g) -2sin( ),
sin” x
2b) NAXT+(n-1) A, X+ . +2AX% £ 2e) sin2, 2h) 2coy X),
AD-BC x0(-2,-) = -x-3;
2 PR 2 i 2i
) (cx+D) D Scoscsiix, 2) X0)(=00,~2) 0 (~14e0) = 2+ 3,

3) () =2¢, (¢¥) =3¢".
CVICENI K PRIKLAD UM 9-11

1 1 1
la , 1c —_—, le —,

) 2Nx-1 ) x+1 ) 1+ x°
1lb) 2 1d) L 1f) 1
2 - 4 .

(2-6x)2 1-%° 1+x°
CVICENI K PRIKLAD UM 12-13

X 2X
la ' 1d , 1 x*(In x+1),

) S -1 ) -1 9) ( )
fx2/4

1b) 5cof X- §, le) - Xez 1h)  cotgx,

S 1 .
1c)  -sin(sinx) cosx, 1f) 1)  -tgx.

xIna’




