Integralni pocet funkci jedné realné promeénné -8.1-

NEURCITY INTEGRAL, PRIMITIVNiI FUNKCE

PRIKLAD 1
Pro x e(-1,1) ovéfte pomoci definice primitivni funkce platnost rov-

nosti I\/I—xz dxzé(arcsinx +x\/1—x2)+C.

ReSeni
Podle definice neuréitého integralu (primitivni funkce ) plati '
[[reodx] = ).

Rovnost ze zadani ptikladu bude tedy platnd, praveé kdyz bude platit
[%(arcsinx +xy1-x7 )+ C} =V1-x*.

Nasim ukolem je tedy najit prvni derivaci levé strany rovnosti ze zadani ptikladu a porovnat ji
s integrandem na strané praveé:
!

[%(arcsinx+x\/1—x2)+C} =(Larcsinx ’+(%x l—xz) +C’:%(arcsinx)'+%(x\/1—x2) =
= ! = + I VI=x ++ixy1-x7 =1 ! - +141-x7 +%X—(—2x)2 =
—-X V1-x 24\1-x

_ _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
- ! +241-x +1x (2x) =%1+(1 ) :%2 =
2 N 1—x? Ji-x2 1=-x

!
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[

Derivace levé strany rovnosti ze zadani ptikladu je tedy rovna integrandu ze strany pravé, a
proto podle definice plati i rovnost jako celek.

PRIKLAD 2
Pro x # (2k +1)Z ovéite pomoci definice primitivni funkce platnost

rovnosti J.tgxdx = —1n|cos x| +C.

ReSeni
Tentokrat mame ovéfit platnost nasledujiciho vztahu

I:—ln|cosx|+ C:II =tgx.

Vzhledem k pfitomnosti absolutni hodnoty v derivovaném vyrazu musime vypocet provést
oddgleng pro ptipady cosx >0 a cosx <0:?

! Vyjadieno slovné derivace neurcitého integralu je rovna integrandu tohoto integrdlu.
2 Moznost cos x = 0 nemusime uvazovat, takové x nepatii do definiéniho oboru integrandu.
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cosx >0

[—1n|cos x|+ C]’ =[-In cosx+C]’ =(~In cosx)’ +C'=— (—sinx)=tgx,

COS x

cosx <0

[—1n|cos x|+ C]’ = [—ln(—cos x)+ C]’ = [—ln(—cos x)], +C'=— !

—COS X

[—(—sin x)] =tgx.

Pro ob& moznosti je tedy rovnost [—1n|cos x|+C]' =tgx oveéfena, a plati proto i rovnost ze

zadani ptikladu.

PRIKLAD 3
Pro zadané funkce f'a g ovéite pomoci definice primitivni funkce plat-

nost rovnosti j Fl(x)g(x)dx = f(x)g(x)— j F(x0)g'(x)dx .

Reseni

Nékdy byva vzorec s integraly, ktery mame ovéfit, dosti obecny. Postup vypoctu je ale stejny
jako v kterémkoliv jiném, zcela konkrétnim zadédni. Tak naptiklad nyni méme podle definice
primitivni funkce ovéfit platnost rovnosti

| f020=[ f(g'x)dx | = f(0)g(x) .
To ale nebude viibec t¢zké, vezmeme-li si na pomoc vétu o derivovani soucinu a uvédomime-

1i si, ze podle definice neurcitého integralu plati [j f(x)g'(x)dx] = f(x)g'(x) :

[~ [ fg' @] =[f@e@] ~[[ f(g'xdx] =
F@g@)+ fDE' @)~ f (L' @) = (g

CVICENI K PRIKLADUM 1 - 3
1. Pomoci definice primitivni funkce provéite platnost vSech vzorcl uvedenych v tabulkach kapitol 3.1 a
3.2 Breviare.

2. Pomoci definice primitivni funkce provéite platnost nasledujicich vzorct
a) [(f(®)tg)dr=[f(x)dr+[g(x)dx,

b) j[af(x)] dx = ajf(x)dx , a je zadan4 konstanta,

o) [2(/(0))/'(x)dx = G(f (%)), kde G(y)=[g(y)dy

’ Bod (a) a (b) viz téz kapitola 3.1 Brevidre.
Viz téz kapitola 3.1 Brevidre.
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PRIKLAD 4
Vypoditejte j(8x4 —x’ + e) dx.

ReSeni
Integrovana funkce je souétem (rozdilem) konstantnich nasobkl pfirozenych mocnin x". Pii
vypoctu integralu tedy vyuzijeme vzorec jx” dx =-L-x"" a véty o integralu souctu (rozdilu) a

n+l

konstantnim nasobku funkce (viz Brevidr kap. 3.1):’

I(8x4—nx2 +e)dx:I8x4dx—jm2dx+jedx:8jx4dx—njx2dx+ejldx=

2+1 0+1 5 3
¥ tegsx T +C=3x"—Zx +ex+C.

_Q_1 4+l 1
=8 X n 0+1

4+1 2+1

CVICENI K PRIKLADU 4

1. Vypocitejte nasledujici neurc€ité integraly. Vzdy urcete jejich defini¢ni obor.

a) [(a,x"+a,,x"" +a, x"*)dx o) [ (sinx+c0sl2dex o | (x2+1+1x2)dx g) [In(mx")dr

-b)j(ZN]anx"jdx © d) (27437 +4")dv f)J.(cosx—i- ! de h) [in(3/x")dv

1-x*

PRIKLAD 5

_ .
J1+tg’x

Vypocitejte I

ReSeni

Casto je mozno dojit k podobné jednoduchym integraltim, se kterymi jsme se setkali v piikla-
du 4 a navazujicich cvicenich, pokud komplikovany integrand vhodné upravime. Tak napii-
klad v nagem piipadé vedou k vyznamnému zjednoduseni upravy ’

sinx sinx sinx

t sin x
2x . — cosx - — cosx 2 — czosx - — |COSX ,
sinx sin” x cos” x+sin” x COS X
\/1 + tg X \/1 + ( cosx) \/1 + cos® x \/ cos® x

pomoci kterych integral ze zadani prikladu prevadime na integral J‘%

cos x| dx . Ani absolut-

ni hodnoty v novém integrandu se nemusime zaleknout, znamena jen, ze cely vypocet budeme
muset rozdélit do dvou soubéznych vétvi pro cosx >0 a cosx <0:

. sinx — | sinx — : — _
cosx>0: Imcosx|dx—I—Cosxcosxdx—jsmxdx— cosx+C,,

> Ludolfovo i Eulerovo &islo jsou konstanty.

6V cvitenich (a) a (b) ozna¢uji symboly g, blize neuréené konstanty.

7 Zagit bychom ale vzdy méli uréenim definiéniho oboru integrandu (a tim i hledané primitivni funkce). Inte-
grand ze zadani tohoto piikladu ma smysl, je-li cosx nenulovy. Samotné x nesmi byt tedy rovno zadnému z li-
chych nésobki /2.
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cosx>0: J.M

cosx

cosx|dx=.[5‘“x( cosx)dx = J.sinxdx=cosx+C7.

Cosx

Muzeme tedy uzavtit konstatovanim, ze

—cosx+C, procosx>0

J./1+tgx {+cosx+C procosx >0

Integraéni konstanty mohou byt v obou dil¢ich vysledcich ® obecné riizné — body, v nichZ je cosx =0, nepatii
totiz do defini¢niho oboru integrandu, a tedy ani do defini¢niho oboru ziskané primitivni funkce. Defini¢ni obor
vysledku integrovani vsak lze, po provedenych upravach, rozsifit na celou realnou osu. Budeme-li pozadovat,
aby primitivni funkce byla na takto rozSifeném definiénim oboru spojitd, musime predpokladat jeji spojitost
vbodech x=(2k+1)%

—cos|[ (2k+1)Z]+C, =cos[ 2k+1)Z]+C_,

a tedy
C. =C.

V takovém piipadé budou obé¢ integracni konstanty stejné a budeme moci psat

—cosx+C procosx >0

‘[/1+tgx _{+cosx+C procosx >0’

CVICENI K PRIKLADU 5

1. Vypocitejte nasledujici neurcité integraly. Vzdy urcete jejich definicni obor.

J-x+1 )J-x +x° +l C)j x\/ﬁdx o) jmdx i) J'%dx

1+cos2x sin” x cos” x
+l w1-x? 2 tgx +t. .
b) J-x d) J-x x’ J-1+cos xdx h) jco g,x gxdx i) I|x|dx
l=x2 1+cos2x sin 2x

¥ Dokonce i riizné pro rizné intervaly, na nichz je cosx kladny resp. zaporny.




