Integralni pocet funkci jedné realné promeénné -9.1-

INTEGRACE PER PARTES

PRIKLAD 1

Pomoci metody per partes vypocitejte _[ Inxdx.

ReSeni
Obecny vzorec pro vypocet integralu pomoci metody per partes zni

[ (g de = f(x)g() - [ £ ()¢ (x)dx,
integrand musi mit tedy tvar sou¢inu dvou funkci, z nichz alespon jednu integrovat umime.
V integralu ze zadani si potfebny soucin musime piipravit umele J. 1-Inxdx .! Pak je jiz pou-

ziti metody per partes piimocaré:

f'®) =1 f(x)=[ldx=x
:xlnx—jx-ldx=xlnx—'[ldx:xlnx—x—i-C.

[1-Inxdr= :
gx)=nx, g'(x) :(lnx) =1/x X

CVICEN] K PRIKLADU 1
1. Pomoci metody per partes (podle potfeby opakovan¢ pouzité) vypocitejte nasledujici integraly

a) J'x" Inxdx c) sze‘dx e) J'xz sinxdx g) J'xz cosxdx
b) jxe*dx d) jxsinxdx f) jxcosxdx h) I(x—l)zexdx
PRIKLAD 2

Pomoci metody per partes vypocitejte J-sinz xdx.

ReSeni
Zapiseme-li integral ze zadani ve tvaru J. sin x -sin xdx, je pouziti metody per partes nasnade

f'(x)=sinx, f(x)=[sinxdx=-cosx

J‘sinx-sinxdx: :—cosx-sinx+jcosx-cosxdx.

g(x) =sinx, g'(x)=(sinx) =cosx

Bohuzel se ale nezda, ze by vedlo k cili — integrdl ze zadani je pieveden na zhruba stejné
komplikovany integral J-cosz xdx. Ani opakovani per partes pifi vypoctu nového integralu
k cili nevede. Sami si jist¢ ovéfite, ze bychom takto dospéli k sice platné, le¢ nic nefikajici
rovnosti _[ sin® xdx = jsinz xdx . Ze by metoda per partes nebyla pro vypocet naseho integralu

vhodna? 1 kdyz to tak na prvni pohled vypada, neni tomu nastésti tak. Staci si uvédomit, ze

" Podobny , trik* se pouziva pomérné Gasto, takze je uréité uZite¢né si jej zapamatovat.
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novy integral J. cos’ xdx miZzeme prepsat pomoci jednoduché identity cos” x+sin’x=1 do
tvaru
J.cos2 xdx = J'(l—sin2 x)dx = Ildx—jsinz xdx = x—jsin2 xdx
a pomoci mezivysledku, ke kterému nas dovedla integrace per partes, psat
J.sinz xdx = —cosx-sinerx—jsin2 xdx.

Ani tato rovnost neni sice na prvni pohled pfili$ uzite¢na — integral J‘sinz xdx se vyskytuje na

jeji levé 1 pravé strané. S opacnymi znaménky ovSem, takze po jeho prevedeni napi. na stranu
levou ziskdme

.2 .
2.[51n xdx=-cosx-sinx+x

a po doplnéni nezbytné integracni konstanty i kone¢ny vysledek

J.sinzxdx2%(x—cosx~sinx)+C.

CVICENI K PRIKLADU 2

1. Podobné jako jsme v piikladu 2 pocitali Jsinz xdx vypocitejte nasledujici integraly

a) [cos’xdx  b) J“‘Txdx o) [f()f'(x)dx  od) [f'(0)f"(x)dx  ed) [ £ () S (x)dx

PRIKLAD 3
Pomoci metody per partes vypocitejte .[arcsin xdx.

Reseni
Kromé¢ jin¢ho je metoda per partes vhodna k vypoctu integrali inverznich goniometrickych
funkci. Jak — to si ukaZeme v tomto piikladu a procvi¢ime v navazujicich cvicenich.

Postup je zpocatku obdobny jako v ptikladu 1
S =1, f(x)=[ldr=x
1 |=xarcsinx

X
g(x) =arcsinx, g'(x)= (arcsin x)’ = 3 _J‘ ll —x?

1-x

J‘arcsinxdx:J‘l-arcsin xdx = dx.

Integrédl ze zadani je tedy pfeveden na novy integral Jx/ V1-x* dx, ktery snadno uréime,

uvédomime-li si, Ze plati >

? Dalsi uziteény trik hodny zapamatovani. Setkdme se s nim napf. v nékterych z nasledujicich piiklada a cviGeni.
3 Jinou moznosti je pii vypo&tu tohoto integralu pouZit prvni vétu o substituci.
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neboli

I al dx=—/1-x*.
1-x°
Miuizeme tedy psat konecny vysledek

J.arcsinxdx=xarcsinx+\/1—x2 +C.

CVICENI K PRIKLADU 3
1. Postupem podle ptikladu 3 vypoditejte nasledujici integraly

a) 'f arccos x dx b) I arctg x dx c) jarocotg xdx

PRIKLAD 4
Pro n>1 ovéite pomoci metody per partes rekurentni vzorec

jx”e" dx=x"¢e" —nJ.x”_lex dx.

Reseni
Pti ovérovani tohoto jednoduchého rekurentniho vzorce budeme postupovat podle navodu
uvedeného v Breviari (prvni tabulka kap. 3.2):

fl=e", f(x)y=le'di=e"

nxdx: . e n—lxdx: n_x _ n—lxdx.
J-x e I g'(x):(x") _ x'e J.nx e x'e n_[x e
PRIKLAD §
Pro n>2 ovéite pomoci metody per partes rekurentni vzorec
1 X 2n-3 1
j 2\ dx = 2\l - _ J. 2\l dx .
(1+x7) 2(n-1)(1+x7)" 2n=27 (14+x7)
Reseni

Ne vzdy je vypocet vedouci k nékterému z rekurentnich vzorct tak jednoduchy, jako ten
z pfedchazejiciho ptikladu. Jako ilustraci komplikovanéjSiho rekurentniho vzorce si uved’'me

vzorec pro vypocet integralu .[1/(1 +x7)" dx , mimochodem velmi vyznamného pro integrova-

ni racionalnich lomenych funkei.

Podle navodu z Breviaie postupujeme takto:



Integrace per partes -94-

f(x) =1, f(x)=[1dx=x

I lzndx: I anx= — 1 ' _ 1 ’_ 1 2 -
(l—l—x) (1+x) g(x)—l s g (x) = (sz)n —_”ﬁ' x

= x2 —'[x -n v 2x |dx = - +2n - —dx =
(1+x ) (1+x ) 1+x 1+x )
241-1 241 1
=% 2 j a +2 n+l = x2 2 _[ a :)z+ldx_2nj 2 n+l =
(1+x7) (1+x7) (1+x7) (1+x7) (1+x7)
-7 nf— dr—2 L
1+x° o nj 1+x7) nj 1+ Z)rl+1

Oznacime-li pro zjednodusSeni zapisu Il/(l +x%)"dx =1, , mizeme tedy psat

I = ﬁ +2nl, - 2nl
1+x

a FeSenim této rovnice vzhledem k /,+; ziskat

_ X +2n—11.

2n(1+x2)n 2n "

n+l

To je jiz ale hledany rekurentni vzorec, i kdyz poné¢kud odlisny od toho, ktery je uveden
v Breviari. PteznaCenim (substituci) n+1=m (Cilin =m —1) vSak snadno ziskame

X +2(m—1)—11 3 X Jr2m—3

2n(1+x2)mf1 2(m-1) " zn(1+x2)’”’1 2m-2"""

I~

tedy vzorec, ktery je, po nepodstatném piejmenovani indexu m zpét na n, zcela identicky se
vzorcem z Breviare.

CVICENIi K PRIKLADUM 4 A 5
1. Ovéite platnost vSech rekurentnich vzorcl uvedenych ve druhé tabulce kapitoly 3.2 Brevidre.




