Integralni pocet funkci jedné realné promeénné -12.1 -

URCITY INTEGRAL

PRIKLAD 1
2

1
Vypocitejte urcity integral j dx .
-1

x*+1

Reseni

Obvykly postup pfi vypoctu urcitého integralu j: f(x)dx zahrnuje dva kroky
a) vypocet odpovidajiciho integralu neurcitého (primitivni funkce) F(x)=[f(x)dx,
b) dosazeni do vzorce [ f(x)dx=[F(x)]' = F(b)-F(a).

V nasem ptipad¢ tyto kroky nabyvaji nasledujici podoby

x’ x2+1-1 x*+1 1 1 1
a)jx2+1dx=.[ 241 dx:sz+1dx_sz+1dX=I1dX—Ix2+1dX=x—arctgx+C,
1 2

b) J.lxijrldx:[x—arctngrC]j = (1—arctgl+C)—(—1-arctg(-1)+ C) =

:2—arctg1+arctg(—1):2—n/4+(—n/4):2—n/2.

Konecny vysledek tedy zni

PRIKLAD 2
1 2
Vypocitejte urcity integral j ﬂdx )
y X+6

ReSeni

Urcité integraly nemusi byt ovSem vzdy tak snadno vy¢islitelné jako v predchéazejicim ptikla-
du. Nalezeni primitivni funkce miize totiz ¢asto vyzadovat netrividlni vypocty, pfi nichz je
tteba vyuzit mnohé z toho, co jsme se pro neurcité integraly naucili. Ilustraci mize byt vyse
zadany urcity integral.

V prvnim kroku opét hledame nejdiive odpovidajici primitivni funkei. Jedna se o ilohu inte-
grace raciondlni lomené funkce s linedrnim polynomem ve jmenovateli. V tuto chvili si ale
muzeme piisluSny vypocet usetfit, protoze vysledek zname jiz z feSeného ptikladu 2 Casti
Integrace raciondlnich lomenych funkei

Ix2+5x—5

< dr=1x"—x+In|x+6].
X+

" Integraéni konstantu bychom ale mohli z dal§ich vypoéti vypustit, v nasledujicim kroku se stejné v rozdilu
F(b)—- F(a) vyrusi.
? Nepodstatnou integraéni konstantu tentokrét jiZz vypoustime.
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A druhy krok je jiz jen rutinni dosazeni do vzorce
1

J-x2+5x—5

1
x+6 0

de=[4x" —x+In|x+6] =(4-I~1+In|1+6[)—(+-0°~0+In|0+6]) =

:(—%+ln7)—ln6:—%+ln7—ln6:—%+ln%.

Poznamka

V tuto chvili je jisté na misté upozornit na jednu véc, kterou jsme zatim pomijeli. A to, ze primitivni funkce
F(x) =] f(x)dx musi byt definovana na celém intervalu (a,b), na kterém vypodet uréitého integralu provadi-
me. Méli bychom tedy vzdy tuto podminku ovéfit. V nasem konkrétnim piikladé je, zda se, splnéna. Defini¢nim
oborem funkce F(x)=1x’—x+In|x+6]| jsou viechna relnd &isla mimo -6, D, =R —{-6}, a integracni obor
(0,1) do této mnoziny urcité patii. Neméelo by ale zajisté smyslu pocitat vySe uvedeny uréity integral napf.
v mezich -7 a -5.

CVICENI K PRIKLADUM 1 A 2

1. Vypocitejte nasledujici integraly

2 gy n b p 1
a) I 9) jxll—sinzxdx e) ‘[x"dx °g) ‘[xz—dx
0 0

1-x2

b) i% d) jf\/l—coszxdx @ f) jﬁ (x>0) oh) j‘ !

2
o 1 X" +8x+20

PRIKLAD 3

1
Vypocitejte urcity integral Ixe”dx .
0

Reseni

Integral z tohoto prikladu si zada zajisté pouziti metody per partes. Pti jeho vypocétu bychom
sice mohli postupovat piesné¢ podle programu piikladi 1 a 2 — nejdiive najit (pomoci metody
per partes) primitivni funkci a ve druhém kroku dosadit do vzorce pro vypocet Newtonova
ur&itého integralu,’ nabizi se ale je§té jedna moZnost. A to pouZiti obecného vzorce pro vypo-
et urcitych integralit metodou per partes

[ g de=[f()g®)] - [ £(x)g'(x)dx],

ktery snadno ziskdme spojenim véty o integraci per partes pro neurCité integraly a definice
Newtonova integralu urcitého. PouZiti tohoto obecného vzorce je v naSem ptipad¢€ nasledujici

s L e e B R !

3 Pozor na spravny vypodet odmocniny. Mé&jte na paméti, ze va* =| a|.
* Urtité proved’te samostatng.
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CVICENI K PRIKLADU 3

1. Pomoci obecného vzorce pro urcitou integraci per partes vypocitejte nasledujici integraly
/2 km/2

b e
a) jlnxdx,b>1 b) jx”lnxdx 9) Jsinzxdx d) j cos’xdx, keN
1 1 0

0

2. Odvod'te rekurentni vzorce pro vypocet nasledujicich uréit}'/ch integrall

PRIKLAD 4

2
Vypocitejte urcity integral Ixxll +x’dx.
0

Reseni

Rovnéz pti vypoctu ur€itych integralii, které vedou na prvni ¢i druhou vétu o substituci, mui-
Zzeme postupovat dvojim zplisobem. Bud’ podle ptikladii 1 ¢i 2, tj. tak, Ze nejdfive nalezneme
odpovidajici primitivni funkci a nasledn¢ dosadime do Newtonova vzorce, nebo tak, Ze pouzi-
jeme obecny vzorec pro substitu¢ni metodu vypoctu urcitych integralt. Pro prvni vétu o sub-
Stituci ma tento obecny vzorec tvar

b g(b)
[fgtgyde= | f(»dy

g(a)

=

a zahrnuje tedy nejen provedeni substituce v integrandu (a v integratnim diferencialu), ale
nove¢ 1 v integra¢nich mezich. Pouziti tohoto vzorce ma oproti prvnimu pfistupu jednu vy-
znamnou vyhodu. Na zavér se nemusime vracet, zménili-li jsme spravné i integraéni meze,
k pavodni integraéni proménné.’

Integral ze zadani tohoto piikladu si evidentn€ pouZiti prvni véty o substituci zada. Podivejme
se tedy, jak v tomto konkrétnim ptipadé funguje vyse uvedeny obecny vzorec

2 2 , 1422 5 3
[ 1+x2dx=%J2xr+xzdx:[g<x>=2x’g<x>=l+x2}=% [ rav=1[rar=1| L | =
0 0

f(y):\/; 1402 1 2

CVICENI K PRIKLADU 4
1. Pomoci prvni véty o substituci pro urcité integraly uréete
2x+ 3 /4 n/2 ) 1 ex
a) j b) j tg xdx 9) jcosmxsmxdx d) j dx
x+3x+1 o o ve +1

> Tato vlastnost je obzvlasté vyhodna pii opakovaném pouziti druhé véty o substituci.
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PRIKLAD 5

1
Vypoditejte uréity integral J\/l —x7dx.
0

ReSeni
Neur¢ity integral [v1-x’dx vede na pouziti druhé véty o substituci. Z kapitoly 3.3 Brevidrie

napiiklad vite, ze se pii jeho vypoctu hodi substituce x=sint, te<—§,§>. Postup

podle pfikladii 1 a 2 tedy ptedevsim vyzaduje zopakovani vypoctl z kapitoly 3.3 Breviare a
nasledné dosazeni do Newtonova vzorce (proved’te samostatn¢). Alternativou je pouziti druhé
véty o substituci pro uréité integraly®

h(b)
X =hO }z £ () (0t |

dx = A'(¢)de

jﬂmw=[

n(a)

Pro naSe konkrétni zadani to znamena

1 . arcsinl /2 /2
= t .
lel—xzdx= TS = J. J1-sin® ¢ cost dt = I |cost|cost dt = J cos’tdr.
dx = costdt )
0 arcsin 0 0 0

Ziskany integral bychom dale pocitali pomoci metody per partes. Protoze jsme si ale tento
vypocet odbyli jiz v ¢asti vénované této metode (cviceni la k piikladu 2), mizeme napsat
piimo vysledek

/2

J. cos” t dr =[ 4(t+sintcost) |

0

w2 :%(%+sin§cos§)—%(0+sin00050) =n/4.

0

CVICENI K PRIKLADU 5
1. Pomoci naznacenych substituci vypocitejte nasledujici urcité integraly.

1 n/2
a) £dx, x=1(tedy t=+/x), 120 d) j cos’ xdx, x =arcsint (tedy 7=sinx), r e(-1,1)

ol+x /2

1 2x 3
b) [-S—dv, x=Ins (tedy r=¢* )50 ¢ | dx, x=1/t 1 (1, 4)
ve +1 >

1
xx? -1

w4 sin/x
n ]
/9 \/;

0
9) I 4—x*dx, x=2cost, t€(0,7) dr, x =1 (tedy 1 =+/x),1 €(0,4)
e}

® Protoze plati x = h(¢), mizeme psat i ¢ = hil(x). Spodni integraéni mez x =a se tedy nutné¢ musi zmenit

-1 , -1 . . . . s
nat=h (a) ahornimez x=»b na t=h (b). Nedejme se ale zmast, pokud bude nova horni mez mensi nez
nova mez dolni. I to se mtze stat!



