Diferencialni pocet funkci vice realnych proménnych -4.1-

TOTALNI DIFERENCIAL

PRIKLAD 1
Pomoci véty o totadlnim diferencidlu nahrad’te na okoli bodu

d=(3,-2) funkci f(x,y)=x">+y" funkci linearni.

ReSeni
Obecny vzorec pro nahradu funkce f(x,y) na okoli bodu d =(a,,a,) funkei linearni zni

f(x,y)~f(ax,ay)+gi<ax,ay)-(x—agﬁmx,ayy(y—ay).
X oy

Uvédomime-li si tedy, Ze
e f(a,a) =3"+(=2)"=9+4=13,
o

0 > o
o —(x,)=—7((x"+ =2x,—(a.,a)=2a =2-3=6,
ax( y) ax( y7) ax( V)
o O 2, > o

X, y)= X +y)=2y, a.,a)=2a, =2-(-2)=-4,
ay( ») ay( y)=2y ay( y)=2a,=2-(=2)
muzeme v naSem piipad¢ psat

f(x,y)=13+6-(x-3)+(-4)-(y—(-2))=6x—-4y—-13.

CVICENI K PRIKLADU 1
1. Pomoci véty o totalnim diferencidlu nahrad’te uvedené funkce na okoli zadaného bodu funkeci
linearni.
a) f(x,y)=x"+y", @a=(0,0); b) f(x,y)=cos(x~y), d=(5,%);
o) f(x,y,2)=Ax+y+z,d=(LD; d) f(x,y,2) =In(x+y*+2°), a=(1,2,3).
PRIKLAD 2
Pomoci véty o totalnim diferencialu urcete piiblizné 3,05 %" .
Reseni

Je zifejmé, ze zadany vypocet miizeme provést 1 bez pouziti kalkulacky pomoci totalniho dife-
rencialu funkce f(x,y)=x"vbodé a=(3,1). K tomu potfebujeme znat

o fB1=3'=3,

af a y y-1 af 1-1
o —(x,y)=—xV= ,—(@(3,1)=1-3" =1,
8x(x ») = 6x( )
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. 6f(xy)—aay X =x"Inx, 1(31) 3'.In3=3-In3=1,0986-3 =3,2958 .

Pak mizeme totiZ psat
x’' =3+1-(x-3)+3,2958-(y-1)
a po dosazeni i

3,05%° ~3+1-(3,05-3)+3,2958-(0,99—1) = 3+0,05—0,032958 = 3,0170.. >

PRIKLAD 3
Urcete, o kolik se prodlouZi pfepona pravothlého trojahelnika, jestlize
se jeho jedna odvésna o délce 4 km prodlouzi o 9 nm a druhd o délce
3 km prodlouZzi o 3 nm.

Reseni
Vypocet bychom se mohli pokusit zajisté provést 1 bez pouziti matematické analyzy. Hledana
zména je prece rovna (v km) *

JE+9-1077) +(3+3-1072)° —/4? +37 .

BohuzZel ale kalkulacka, ktera pocita s piesnosti horsi nez na dvanact tinact desetinnych mist,
da pfti vycisleni rozdilu ,,¢istou nulu®. Divod spoc¢iva ve faktu, Ze se snazime odecist dvé vel-
k4, ale jen velmi malo odli$na ¢isla.

Tomuto problému numerické povahy se mizeme vyhnout, uvédomime-li si, Ze délka pfepony
v pravouhlém trojuhelniku je podle Pythagorovy véty dana funkci

fy)=4x"+)",

kde x a y oznacuji délky jeho odvésen. Nasim ukolem je tedy spocitat rozdil f(x,y)— f(4,3)
a k jeho pfibliznému vy¢isleni miizeme pouzit vétu o totdlnim diferencialu

f(x,y)—f(4,3)z%(4,3)*(x—4)+g(4,3)~(y—3)-
X oy

Protoze

e Lin=-Lery-—"2_Luzy-L_-2,

a.x ax x +y a.x 4.2 =+ 32 5

" Hodnotu In 3 jsme vypo¢itali pomoci kalkulacky. Pokud bychom se i nadale cht&li bez kalkulagky obejit, mohli
bychom pouzit napf. vétu o prvnim diferencialu (viz Breviar str. 19) aplikovanou na funkci Inx na okoli bodu e

Inx~Ine+i(x—e)=1+1(x-e),
neboli

In3=1+1(3-e) =1+ 55mmms 3—2,718281828) =1,1036 .

2. 718281828 (

Pokud by nam dosazené piesnost nevyhovovala, mohli bychom provést upiesnéni pomoci dal$ich ¢lentt Taylo-
rova rozvoje.

? Porovnejte hodnotou ziskanou pomoci kalkulacky 3,05%” =3,0162.
*1nm=10"km
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of 0 2 2 y f 3 3
o ()= +y =/F—Fx, @43 =——=1,
y oy x*+y° " ox V& +3 5

muzeme psat

3

f(x,y)—f(4,3)=%-9-10‘12 Jrg-3-10-12 =9.10? km=9nm.

Prodlouzeni pifepony zminéného trojuhelnika bude tedy ptiblizné 9 nm.

CVICENI K PRIKLADUM 2 A 3
1. Pomoci véty o totalnim diferencidlu urcete priblizné:

a) /3,97 -cos62° (stupné preved’te nejdiive na radiany);

b) +/1,01% +3,05% (/10 uréete jednak pomoci kalkulacky, ale i s vyuzitim prvniho diferencialu funk-
ce f(x)= Jx na okoli bodu 9);
a)zménu objemu valce o poloméru podstavy 2 m a vysce 10 m, jestlize se jeho polomér zmensi o 3 um a
vyska zvétsi o 0,05 mm;
d) zménu plosného obsahu rovnoramenného trojuhelnika, jestlize se piivodni velikost jeho ramene
(10 cm) zmensi o 5% a vrcholovy thel (ptivodné 60°) zvétsi o 2%;
¢) zménu vysledného odporu dvou paralelné zapojenych odport (R, =100Q2 a R, =50Q), jestlize se
velikost prvniho zvétsi o 1% a velikost druhého zmensi o 3%;
f) zménu objemu rotacniho elipsoidu o poloosach a =1 ma b = 0,5 m, jestlize se prvni i druhd poloosa
zvétsio 2 pm (V =4nab’);
g) zménu objemu elipsoidu o poloosach a =1 m, b =2 m a ¢ = 3 m, jestliZe se prvni, druha i tfeti poloosa
zmens$i o 3 mm (V' = $nabc ).

Vysledky:

CVICENI K PRIKLADU 1

la) f(x,y)=0,
1b) f(x,y)zﬁ—l(x—£j+l(y_£j:£_

X
2020 3) 200 6) 2 2 21

BBy By B8

DT
2 12

lc) f(x,y,z)z\/g+?(x—l)+?(y 1)+—( ) (x+y+z),

1 1 27 90 1 1 27
1d x,9,z)*In32+—(x-1)+—(y-2)+—(z-3)=In32——+—x+—y+—=z.
) f(62.2) 5=+ 55 (=-3) 32 327 87 3

CVICENI K PRIKLADUM 2 A 3

12)0,93579 ; 1b)3,212874103 ; 3,217192982 ;
1¢)2,513274123-107*; 1d)-3,79343 cm®;

1e)-0,5Q 10)1,047197551-10° m*;

1g)—0,138230076 m’ .




