Diferencialni pocet funkci vice realnych proménnych -6.1-

KVADRATICKE FORMY

PRIKLAD 1
Naleznéte funkéni predpis kvadratické formy F(z,,z,) zadané matici

2 -1
A= .
-1 4
ReSeni

Pro obecnou kvadratickou formu dvou proménnych plati

2 2

_ _ _ 2 2

F(z,z,)= zz AijZiZj =A,z,2, + A,z,z, + Ay 2,2, + Ay 2,2, = Az, + Aypz,” +24,,2,2,,
i=l j=1

kde jsme v posledni rovnosti vyuzili symetrie matice A, 4, =4,,.

V naSem pfipadé€ je 4, =2, 4, =4 a A, = A4, =-1. Po dosazeni do obecného piedpisu pro-
to mame
F(z,,2,) =2z +4z," - 2z2,z, .

Pokud bychom dali pfednost oznac¢eni proménnych symboly x a y, psali bychom

F(x,y)=2x"+4y> —2xy.

PRIKLAD 2
Naleznéte funk¢ni predpis kvadratické formy F(z,,z,,z,) zadané ma-
-2 0 1
tici A= 0 3 1
I 1 -1

Reseni

Postup je stejny jako v piikladu 1, pouze obecny vzorec bude pon€kud delsi. Obecné ma sou-
et na pravé strané vztahu definujici kvadratickou formu n proménnych celkem n* &lend
(vzhledem k symetrii matice A je mozno pocet s¢itancli nakonec snizit na n(n+1)/2), pro for-
my tfi proménnych tedy mame co do ¢inéni se soucty o deviti (Sesti) s€itancich:

3
F(z,z,,z;) ZZZAI.].Z[ZJ. =

3
i=l j=1
=422, + A,2,2, + A32,2, + Ay 2,2 + Ay 2,2, + A Zy25 + Ay 2320 + Ayy252, + Ayyziz =
2 2 2
=4,z + A,z + Az + 24,22, + 24522, + 24,2, 2,
V naSem ptipad€, kdy je 4,=-2, 4,=3, A4A,=-1, 4,=4,=0, 4,=4,=1 a
A4,, = A4,, =1, tedy plati

F(z,,2,,2,) =22 +3z," -z + 22z, + 22,2,
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nebo téz
F(x,y,z)= —2x +3y2 -z +2xz4+2yz.
PRIKLAD 3
Urcete (symetrickou) matici A kvadratické formy
F(z,,2,,2,) =2, —z, +6zz,.
Reseni

Podle vzorct uvedenych v pifikladech 1 a 2 miZeme zajisté bez potizi formulovat navod, jak
matici A konstruovat ve zcela obecném piipade¢:

prvky na diagondle matice A odpovidaji ¢iselnym koeficientim stojicim ve vyjadieni
formy u druhych mocnin nezévislych proménnych, piesnéji 4;; je rovno koeficientu u
Ziz,

mimodiagondlni prvky 4;; jsou rovny vzdy poloviné koeficientil stojicich u smiSenych
soucintl z;z;.

Pro kvadratickou formu ze zadani tohoto ptikladu proto plati

A, =0, protoZe se z’ v zadani F viibec nevyskytuje (neboli koeficient u ngj stojici je
nulovy),

A,, =1, protoze koeficient u z,> je roven 1,

A, =-1, protoze koeficient u z,* je roven -1,

A4, =4, =A4,, =4, =0, protoze se smiSené souciny z,z, a z,z, v sumé zadavajici F
nevyskytuji,

A, = 4,, =3 (polovina koeficientu stojiciho u smiSeného soucinu z,z, ).

Vse tedy mizeme shrnout do ptehledného tvaru

0 0 3
A=/0 1 O
3 0 -1

CVICENI K PRIKLADUM 1-3
1. Naleznéte funkéni tvary kvadratickych forem zadanych témito maticemi.
1 20 01 0
2 1 3 4
a) A= , b) A= , c)A=[2 1 0], dA=|1 0 -1].
1 2 -4 0
0 0 3 0 -1 0
2. Naleznéte matice zadanych kvadratickych forem.
a) F(z,z,)=-2"-3zz, +x/§zzz , b) F(x,y)=3x"+xy—y°,
c) F(z,,2,,2y) =222, + 22,2, , d) F(x,y,z)=x -y +4xz—yz.
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PRIKLAD 4

2 -1
Naleznéte vlastni ¢isla matice A = ( { 4 J .

ReSeni
Vlastni ¢isla A matice A hledame jako feSeni rovnice
det(A-AI)=0,

kde T je jednotkova matice' a symbolem ,,det“ oznatujeme determinant vepsané matice”.
V nasem ptipad¢ mame tedy fesit rovnici

2-A -1
det =0.
-1 4-A
Determinant matice 2 x 2 poé&itime obvyklym zptisobem®

detl 27 T ) DD = h —6h 7
el © T [F @A)~ (DD =R —6h 4T

Problém nalezeni vlastnich Cisel pfechazi takto na tlohu fesit kvadratickou rovnici

A —6r+7=0,
pro jejiz kotfeny plati
+6°—4-7- +
X1’2:6_\/62 14 7 1:6_2\/§:3iﬁ_

Vlastni Cisla matice A tedy jsou

A =3+2 ak,=3-42.

PRIKLAD §
0 1 0
Naleznéte vlastni ¢isla matice A={1 0 1
0 1 0
ReSeni
Vypocet je obdobny jako v pfedchazejicim ptikladu: vlastni ¢isla hledame pomoci rovnice
-~ 1 0
detf 1 -A 1 |=0,
0 1 -—A

priGem? determinant po¢itame tentokrat podle Sarrusova pravidla®

' viz Brevidr, Apendix 4, &ast A4.2, oddil Specidini matice
% viz Brevidar, Apendix 4, &ast A4.3 Determinanty
3 viz BrevidaF, Apendix 4, Sast A4.3 Determinanty, véta o vypoétu determinanti
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| 0

det| 1 <A 1 |=(=0)-(=R) - (=1)+1-1-040-1-1=0-(=1)- 0= (=A)-1-1=1-1- (1) =
0 1 A

A +20.

Vlastni ¢isla musi tedy spliiovat rovnici
A’ +20=0,
ktera ma nasledujici feseni
A =0, % =2 ar,=—2.

CVICENI K PRIKLADUM 4 A 5§
1. Naleznéte vlastni ¢isla zadanych symetrickych matic.

1 20 01 o0
2 1 3 4
a) A= , b) A= , c)A=[2 1 0], dA=l1 0 -1].
I 2 -4 0
0 0 3 0 -1 0
PRIKLAD 6

Vysettete definitnost kvadratické formy F(z,z,,z,) =2z,z, +2z,z;.

Reseni

O definitnosti kvadratické¢ formy rozhodujeme napt. na zaklad¢ znalosti znamének vlastnich
&isel ji odpovidajici symetrické matice.* Postup pii vySetiovani definitnosti zadané formy
muzeme shrnout do nésledujicich boda

1. nalezneme prislusnou symetrickou matici,
2. urcime jeji viastni Cisla,
3. podle jejich znamének rozhodneme.

Ad 1. Nalézt pro zadanou kvadratickou formu ji odpovidajici symetrickou matici jsme se nau-
¢ili v ptikladu 3. Postupem tam uvedenym zjistime, ze v nasem piipad¢ plati
0 1 0
A=|1 0 1
0 10
Ad 2. Vlastni ¢isla této matice jsme jiz ale urcili v ptikladu 5, mizeme tedy psat

A =0,% =2 ar=—2.

Ad 3. Protoze jedno z vlastnich ¢isel je kladné a jedno zaporné, je nutné zadanéd kvadraticka
forma indefinitni.

4 Viz Brevidr, kap. 2, &ast 2.5, oddil Kvadratické formy
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CVICENI K PRIKLADU 6

nebo nepatfi ani do jedné z uvedenych kategorii.

2

a) F(z,z,)=2z"-2zz,+2z2,

C) F(ZI,ZZ,Z3) :le _22123 +222’

1. Zjistéte, zda je uvedena kvadraticka forma pozitivné definitni, negativné definitni, indefinitni,

b) F(x,y)=-xy,

d) F(x,y,z)=x"+)" +4xz-2yz .

Vysledky:
CVICENI K PRIKLADUM 1-3
la) F(zl,zz)=2212+22122+225, 1b) F(zl,zz)=3zf—82122,
lc) F(zl,zz,z3)=zf+zz2 +3z32+4zlzz, 1d) F(zl,zz,z3)=22122—2zzz3.
-1 _3 3 1
2w |, 2 ) |2
-~ 2 ~ -l
2
1 0 2
01 0 :
20) |1 0 1], 2d) |0 -1 -2
01 0 1
2 — 0
2
CVICENI K PRIKLADUM 4 A 5
la) 4, =1, 4, =3; 1b)%:¥,,12:#
lo) 4 =-1, 4, =3, 4 =3; 1d) 4, =0, 4, =2, 4, =—/2.

CVICENI K PRIKLADU 6
3+4/5 3-45
la) Pozitivn¢ definitni, (ﬂq = 2\/_ =2,6180; 4, = T\/_ = 0,3819} R
. . 1 1
1b) indefinitni, (/11 ==, A= ——j )
2 2
1 5 1 5
1¢) indefinitni, (/11 =1, 4 —5+§ 5 {],
1++/21
1d) indefinitni, (/11 = 5 =2,791;




