Diferenciélni pa@et funkci vice realnych pramnych -7.1-

L. OKALNI EXTREMY

PRIKLAD 1
Nalezréte lokalni extrémy funkcef (X, y) = xy+2++ a ukete jejich

typ.

Reseni
Body, v nichz jedinych iizeme lokalni extremydekavat, hledame jako nulové body parci-
alnich derivaci. Nejdve tedy musiméesit rovnice

ax_ax X X '
. i:i(xy+ 2+£] = X—_4:
dy oy Xy %

Snadno zjistime, Ze na definim oboru funkcé, D, =RR? -{[a,b]: a=00b=0} , existuje
jedinéieSeni &chto rovnic
x=1ay=

To, zda méa zadana funkce v tomto &tmkalni maximumii minimum, owfime pomoci
vlastnich¢isel symetrické matice
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a snadno zjistime, Ze vlastti§la této matice jsou
Mo :%(51 Jfﬁ) .

ProtozZe jsou abvlastni¢isla kladna, odpovida matiéepozitivre definitni kvadratické for-
me, a funkcef ma tedy v bod [1,2] lok&lni minimum

! Konstantni koeficient % u jednotlivych maticovyelemeni bychom mohli vypustit. Nezajimaji nas totiz
hodnoty vlastnicktisel uvedené matice, ale jen jejich znaménka. Tieys@sobenim matice kladnou konstantou
(nap. 2) nezndni. Kontrolni vypa@et bez koeficientu % prodiée samostath
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PRIKLAD 2
Nalezréte lokalni extrémy funkee (x,y,2)= X+ ¥- Z2-2 %2 .a
uréete jejich typ.

Reseni
Postup p nalezeni lokélnich extréimje stejny jako v fikladu 1. Nejdive hledame nulové
body prvnich parcialnich derivaci

of _ 0

. X+ Yy —Z7-2x+22=2x2=0,
X ax( %

. g; :y(x +y - 7- 2x+2% 2y 0,

. gfz :Z(x +y -7-2x+29=-222=C

Snadno nahlédneme, Ze jedinye$enim ziskanych rovnic, a tedy i jedinym bodem¢nz
muze zadana funkce sveého lokalniho extrému nabyat, |

x=1, yy=0 a z =1

Oweteni, zda tento bod je skdt€ bodem lokalniho extrému, provedeme pomoci druhych
derivaci, pesrgji pomoci znamének vlastniciisel matice

190(1,0,1) 121 (1,0,1) 4 gy;Z (1,0,1

2 a2 2 9xay
A=|325(101) 25,0, — (1,0,1).

1201,0,1) 2L (1,0,1) 3£ (1,0,1

2099z =

Ctend jisté sam snadno @&¥i, Ze maticeA ma v tomto pikladu tvar

1 0 O
A={0 1 0],
0 0 -1

a snadno téz nalezne jeji vlastfsla
A=l A=l aN=-

Protoze prvni aréti vliastnicislo maji opana znaménka, je kvadraticka forma odpovidajici
matici A indefinitni a funkcd v bodt (1,0,-1), ani v Zddném jiném, lokalni extrém neméa

CVICENI K PRIKLAD UM 1 A2
1. Nalezréte lokalni extrémy zadanych funkci a utete jejich typ.

a) f(X’ Y):)(B"')f_?’xyy b) f(X'y):Xye’(3X*ZY)'
c) f(xy,2)= X+ y+ Z-2x%4yw22z6 d)f(xy2=3Inx+2Iny5InzIn22 x y 2
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PRIKLAD 3
Ktery kvadr zadaného objem\uméa minimalni povrch?

Reseni

Formulace zadaniifkladu naznéuje, Ze Uloha povede na hledani extrému jisté fenkie-
kavame, Ze se bude jednat o funkci vice realnyoimgrnych. Nejdive musime tuto funkci
najit.

ObjemV a povrchSkvadru o hranach, b ac pacitame podle elementarnich vzorc

V = abc
S=2ab+2act 2 b

Protoze je objem kvadru dan, nejsou jeho hranydjawz nezavislé, ale ieme psat nap

\%
C =
ab’
Po dosazeni do vzorce pro povrch ziskame tedy
S:2ab+2al+ ZbK: 2 ab- 2X+ Zl/
ab ab b a
a povrch kvadru se takto stava funkci dvou redlmpamsnnych?

S(ab=2abr 2+ 2,
b a

jejiz extrémy mame vysét V dalSim vyp@tu se omezime jen na extrémy lokalni, videat
globalni extrémy funkci vice realnych prémmych je v tuto chvili mimo nase moznosti.

Dal$i postup je jiZ stejny jako wigladu 1% Nejdiive hledame nulové body prvnich parciél-
nich derivaci funkc&

. 95 G(Zamlﬁzl’j b-20=
da da b a af
. 68 a(Zb 2X+2l/j 2a— ZX C.
b~ ab b 4]
Resenim obou rovnic ziskama, p# 0)
a=3IV a b=3v.

Jedire v tomto bod miaze povrch kvadris nabyvat svého lokalniho extrému. &eni, zda
tomu tak je, provedeme pomoci znamének vlast¥igdi matice

(%%M V.IV) HREVAY)

12V, AV) 1Z5@V, V) |

2 gp?

Snadno zjistime, Ze
752 (m-2¥ )Y, 2S¢

a3

0a’> oOa

2 ObjemV je sice blize nedena, ale fece jen konstantaislo.
® Nedejme se mylit oz@nim proninnycha ab misto obvykléhx ay!
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A= )
3
Vlastni¢isla maticeA
A =3 aA, =1

jsou ol& kladna, povrclStedy pro hranya=b=%V nabyva své minimalni hodnoty. ProtoZe
pro a=b=3%V je i c=3V, mizeme uzatit tvrzenim, ze kvadr zadaného objemu a s nej-
menSim povrchem je krychle

CVICENI K PRIKLADU 3

ee 1. Ktery kvadr zadaného povrcBuma maximalni objem?
2. Pro ktery bod C =qy,0] v sodadnicové roviti xy je sodet délek usgek AC a CB minimalni?
A=[-1,0,21aB =[1,0,2]

Vysledky:
CVICENIK PRIKLAD UM 1A 2
[0.0], sedlovy bod, [0,0, sedlovy bod,
1a) 1b) 111
[1,C|] ) lokalni minimum; L—g—z} ) lokalni minimum;
1c) [L-2~1, lokalni minimum; 1d) [6,4,1d, sedlovy bod'

CVICENIi K PRIKLADU 3

1) Krychle o straé a = \/g ,
2)[0,0,.

4 Tzn. funkce v tomto badnema lokalni extrém.



