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Integralni pa@et funkci vice realnych pramnych

DVOJNE INTEGRALY NA OBECN EJSICH MNOZINACH

PRIKLAD 1
Vypotitejte H x2ydxdy, kde M ={ [x y|OR?*: x3(0, ) O X< y< >}
M

Reseni
Dvojny integral funkcef (x, y) na mnoZzig typu
M={[x y|OR*: x0(a B 0 ¢(3< yso( %

pocitdme podle Fubiniovydty pomoci vzorce
b(l//(x)

ﬁfogwdmwzj j

f(x Y)d% >,
al 40

M
v némz ale tentokrat musime dodrZetgai postupnych integraci na prave stran

Z konkrétniho zadanitfkladu vidime, Ze

- f(xy)=xXy,

a=0ab=1,

© P =X ay x)=x.

Po dosazeni do obecného vzorageme proto psét

1/ x

.[J'xzydxdy:.[[j X ydya d>.
M 0\ x?

DalSi postup je stejny jakdiprypoétu dvojného integralu na intervalu — nidye ugime

vnitini integral na pravé stréha ziskany mezivysledek dosadime do integratigimo:

x’ydy= xzf ydy= )3[% ﬂ; =4 i( X- )‘&):—;( £— %
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Po provedeni viech nezbytnych v§fiomizeme tedy uzdit tvrzenim
” x*ydxdy=4%.
M

O =y

! Pri integraci podley nahlizime na jako na konstantu!
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PRIKLAD 2
Vypotitejte J’J.*/“ y? dxdy, kde N :{ [x, y|OR?:y0(0, & O 0< x< f} .
N

Reseni
| pro dvojny integral funkcef (x, y) na mnoZzi& typu
N:{[x,y]DRZ: yO(c d O x(9s x<aw( y}
poskytuje Fubiniovadta navod, jak jej p&tat
d [ aw(y)
[[Tocyydxdy=[| [ f(xydx dy.
N

cAx(y)

Vzhledem k tomu, Ze dalSi postup je zcela obdolmmut ktery jsme podroknnastinili
v prikladu 1, nizeme si dovolit byt stkini:

e f(xy)=y1+y,c=0,d=1 x(y)=0, afy) = ¥,

I VR dxdy:jﬁ 1+ y de dy,
% ¥ 2
N NN R ST B R N

1

. I(I 1+y3dXde=fy’- 1+>fdw[2=“y3 }%ffzdwé[—g ¥ =4(22)

5 dz=3y2dy

a proto

J:[\/1+—y3 dxdy=§( 2/ 2- j

N

CVICENI K PRIKLAD UM 1 A2
1. Pomoci Fubiniovy ¥ty vypoditejte nasledujici dvojné integraly:

a) ﬂydxdy, kde M ={[x, y|OR?: xO(-1, DO-V1- X < y<1- )3};

b) Hxsin y dxdy, kde M :{[x, y|OR?: yD<0, 7—2T>Dos X< cos;};
o) [[(4=y?)"" dxy, kde M ={[x y]OR?: y0(0, 9 00< x< §;

d) [[V4-x dxdy, kde M ={[x y|OR*: x0(0, 20 0< y< } .
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2. Dvojny integral ijldxdy udava plosnou miru (obsah) mnoziny M. Pomoci dvojth integrali

ur éete ploSné obsahy néasledujicich mnozin (rovinnychvar a):
a) M ={[x y]OR?:0< x<10¥ < y<};
b) M ={[x, y|OR?: 10/ 4< x< 5r/ 40 cosxs y< sin>};

o) M={[x Y]OR?: y < x<¢/y00s y<1, rON};

d) obdélniku o stranachab;

e) kruhu o polorfru R;

f) elipsy o poloosach ab;

Q) trojuhelniku o vrcholechA = [0,0], B= [bO] C= [cl,cz] , kdeb, ¢; ac; jsou zadané konstanty >
0,0<c,<h, 0<c,.

Vysledky:
CVICENIi K PRIKLAD UM 1 A2
1
1a) 0, 1b) =,
) ) 5
10)3—2, 1d)§.
5 3
1
28) 3, 2b) 242,
271 2d) ab,
n+1
2e) k%, 2f) mab,
bc,
29) —=.
9) >




