Integralni pocet funkci jedné realné promeénné -14.1 -

GEOMETRICKE APLIKACE INTEGRALNIHO POCTU

PRIKLAD 1
Urcete plochu pod grafem funkce f(x)=sinx na intervalu <0, n> .

Reseni
Plocha pod grafem nezéporné funkce f{x) se na intervalu <a,b> pocita podle vzorce

b
S(f;a,b)=[ f(x)dx.
Funkce sinus na zadaném intervalu nezéporna je, takze mizeme psat

S(sin x;0, 1) = jsinxdx =[-cosx]] =—cosm—(-cos0) =—~(-1)— (1) =2.
0

Plocha pod grafem funkce sinus na intervalu <O, n> ¢ini tedy 2 mérné jednotky.

PRIKLAD 2
Urcete plochu mezi grafem funkce f(x)=cosx a osou X na intervalu

<0, n>.

ReSeni

Funkce kosinus neni na zadaném intervalu nezédpornd, nelze tedy bezprostiedné pouzit vzorec
z ptikladu 1. Z nacrtku ale snadno zjistime, Ze plochu mezi grafem funkce, kterd na zadaném
intervalu méni znaménko, a osou x mizeme urcit pomoci mirné¢ modifikované¢ho vzorce

S(f3a,b) =[]/ ()|dx.

Platnost vzorce snadno nahlédneme, uvédomime-li si, Ze absolutni hodnota ,,pteklapi* graf
zaporné funkce kolem osy x a graf funkce nezaporné ponechava beze zmény.

Pro nase konkrétni zadani mizeme tedy psat’
T /2 b /2 T
S(cosx;0,m) = .[|Cosx|dx = I |cosx|dx+ j |cosx|dx = j cosxdx+ I (—cosx)dx =
0 1] n/2 0 /2

=[sinx][* ~[sinx]" , =(sin%-sin0)—(sinm—sin%)=(1-0)—-(0-1)=2.

! Pro nezapornou funkei tedy uvedeny vzorec piechézi na vzorec z piikladu 1.
* Vyuzijeme vétu o aditivité pro uréité integraly (viz Brevidr str. 50) a integra¢ni obor rozdélime tak, aby na jeho
¢astech uz integrovana funkce znaménko nemeénila.
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PRIKLAD 3
Urcete plochu vymezenou grafy funkei f(x)=cosx a g(x)=sinx na

intervalu <n/4,5n/4> 3

ReSeni

Plochu vymezenou na zadaném intervalu <a, b> grafy funkei g a / po¢itame podle vzorce *

S(g. f3a.b) = [[g(x) /()] dx.

Pro nase konkrétni zadani méiZeme proto psat’

Sn/4 Sn/4
S(sinx,cosx;m/4,51/4) = J |sin x —cos x| dx = J. (sinx—cosx)dx:[—cosx—sinx]:;f—
n/4 /4

= [—cos%‘—sin%—(—cos%—sin%)} = [—(—%)—(—g)+%+@] = 4%:£.

PRIKLAD 4
Pomoci integralniho poctu urcete ploSny obsah oblasti ohrani¢ené elip-
sou o poloosach a a b.

ReSeni
Elipsa o poloosach a a b, v hlavnim postaveni a se sttedem v pocatku soufadnic (poloosa a ve
sméru soufadnicové osy x a b ve sméru y) je zadana rovnici

(x/a)2+(y/b)2 =1,

|y| :Z)Jl—(x/a)2 :

PloSny obsah oblasti vymezené takovou elipsou je proto roven dvojnasobku plochy pod gra-

fem funkce f(x)=by/1- (x/a)2 na intervalu (—a,a):

neboli

3 Samostatn& naértnéte oba grafy i jimi vymezenou plochu.
* Snadno se da pomoci naértku ukazat platnost uvedeného vzorce pro nezaporné funkce g(x)> f(x)>0, kdy
prechazi na
b
S(g. f3a,b) = [ [g(x) - /()] dx,
jakoz i rozsifit jeho platnost na obecné funkce splitujici g(x) > f(x) . Tehdy staci k obéma funkcim pficist do-
state¢né velkou kladnou konstantu, aby se staly nezapornymi, a uvédomit si, ze

(g +C)=(f()+C)=g(x)~ [(x)

a ze se posunutim ve sméru osy y velikost plochy mezi dvéma grafy neméni. Je-li g(x) < f(x), tj. lezi-li graf
funkce g pod grafem funkce f, staci jisté prohodit obé funkce a psat

b
S(f,g:a:b) = S(g, f3a,b) = [ [f(x)-g(x)]dx.
Spojenim obou vztaht pak ziskame vzorec uvedeny v ptikladu 3.

> Na uvedeném intervalu plati sinx >cosx .
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S=2S(f;—a,a)=2]£b«/1—(x/a)2 dr.

Integral, na ktery zadéani ptikladu vede, pocitdme pomoci substituce:
4 4 X =acost °
by1-(x/a) de=b[\1-(x/a) dx= = —ab[\1-cos*tsinzdt =
J; ( ) J; ( ) {dx:—asintdt} -T[

0 T
= —abI sin’ tdt = ab.[ sin® tdt = ab I:%(t - costsint)]: =1ab
T 0

a nakonec piSeme

S:2]ib1/l—(x/a)2 dx = nab .

CVICENI K PRIKLADUM 1 —4
1. Urcete plosny obsah oblasti

a) mezi grafem funkce f(x)=x"+x aosou x na intervalu <1,2> ,
b) mezi grafem funkce f(x)=sinx aosou x na intervalu (n,3n/2> ,
¢) mezi grafem funkce f(x)=x"+3x aosou x na intervalu (—1, 1) ,

d) ohraniené grafy funkci f(x)=x" a g(x)= Yx , kde n je zadané ptirozené Cislo. Interval volte podle
praseciki obou grafi.

2. Pomoci integralniho poctu urcete plosny obsah

a) kruhu o poloméru 7,

b) obdélnika o stranach a a b, ¢

¢) pravothlého trojtthelnika o odvésnach a a b a pieponé ¢, ’

d) trojtihelnika s vrcholy o soutadnicich A =[0;0], B = [b;O] a C=[cy.c;], kde b, ¢; < b a ¢, jsou zadané
kladné konstanty (porovnejte se vzorcem znamym z elementarni geometrie).”

PRIKLAD 5
Pomoci integralniho poctu urcete obvod kruznice o poloméru .

ReSeni
Kruznici o poloméru » a se sttedem v pocatku soutfadnic popisujeme v analytické geometrii
rovnici

¢ Vyuzijte faktu, ze Obdélnik o stranach a a b je totozny s oblasti pod grafem konstantni funkce f(x)=b
na intervalu <O,a>.

7 Pravouhly trojuhelnik umistéte v roving tak, aby jeho odvésny leZely na soufadnicovych osach x a y.
¥ Trojuhelnik z cvi¢eni 2d ma jednu stranu délky b a vyska na ni spusténd ma délku c,. Podle vzorce z elemen-
tarni geometrie by tedy jeho plosny obsah mél byt bc,/2.



Geometrické aplikace integralniho poctu -14.4 -

2 2 2
X +y =r,

jeji obvod O(r) je tedy dan jako dvojnasobek délky grafu funkce f(x)=+/r>—x" definované

na intervalu <—r, r> . Miizeme proto psat

O(r)=2L(Wr* =x*;—r,r) = 2] 1+[ jdx 2[ 1+( jdx 2[ L+
24t = x?

-r

_2J.f ~dx = 2J. [y x/r} 2rj dy Zr[arcsmy]
P 1— (x/r dx=rdy 1=
= 2r[arcsin1— arcsin(—l)] = 2r[n/2 - (—n/Z)] =2mnr.

Jiny zpasob vypoétu obvodu kruznice vychazi z jejiho parametrického zadani °

X=rcosQ, y=rsinQ, (pE<0,27‘C>.

Podle obecného vzorce pro parametricky zadanou kiivku (viz Breviaf) mizeme tedy v tomto
piipadé psat

o(r) = J’«/ :“fp dp = I\/ rsm(p) (rcoscp)2d(p=T\/r2(sin2@+c052@)d(p=
0
2

T

= [rdo=rlo];" =

0

d
N

CVICENI K PRIKLADU 5
1. Urcete délky nasledujicich kiivek

a) Neilovy paraboly ay” —x’ =0 (a je zadana kladna konstanta, y > 0) na intervalu (O, x0> s

b) fetézovky y = ( Wa 4 g ) a je zadana kladna konstanta, na intervalu (O, x0> 10

¢) evolventy kruznice o poloméru 7, jejiz parametrické rovnice jsou x = r(cost +¢sint),

y=r(sint—tcost), na intervalu (O, Tt) s

d) tsecky spojujici dva zadané body v roving (prostoru).

? Opét predpokladame, Ze stied kruZnice je totozny s po&atkem soufadnicové soustavy.
1 Navod: uzijte substituce u =e*'* .
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PRIKLAD 6
Pomoci integralniho poc¢tu urcete objem koule o poloméru 7.

Reseni
Koule o poloméru r a se stfedem v pocatku soufadnic vznikne rotaci piilkruhu ohrani¢eného
na intervalu <—r, r> grafem funkce f(x)=+/r"—x" a osu x kolem této osy. Podle obecného

vzorce miZzeme tedy pro jeji objem psat

V(r)=nj.(\/r2 —x’ )2dx=nj(r2 —xz)dx=n[r2x—%x31r -

n[(r3 —%7’3)—(—7”3 —%(—r3))} :ﬁ.

CVICENI K PRIKLADU 6

1. Uréete objemy nasledujicich rota¢nich téles '

a) valce o poloméru podstavy r a vysce 4,

b) kuzele o poloméru podstavy r a vysce A,

¢) komolého kuzele o polomérech podstav | a r, (r, > r,) a vysce A,
d) rota¢niho elipsoidu o poloosach a a b,

e) kulové usece o vysce i odiiznutého rovinou z koule o poloméru r,

f) rotaéniho paraboloidu vzniklého otadenim paraboly y*> =2px (p je zadana kladna konstanta)

na intervalu (O,a) kolem osy X.

PRIKLAD 7
Pomoci integralniho poctu urcete plosny obsah kulové plochy o polo-
meéru r.

ReSeni
Jak jiz vime z ptikladu 6, kulova plocha o poloméru » a se stiedem v pocatku soufadnic
vznikne rotaci ptilkruznice zadané na intervalu <—r, r> grafem funkce f(x)=~r"-x" kolem

osy x. Podle obecného vzorce mizeme tedy pro jeji ploSny obsah psat

r \? r 3 )
S(r)=2m [N’ = 1+(\/r2—x2J de=2n[r*-x 1+[i} dr =

2 2
2N —x

r 2 r
=2nj\/r2—x2,f 2r 2dx=2nrjldx=2nr[x]il_=4nr2.
: re—x :

' Nejdtive vzdy uréete, rotaci jaké plochy kolem osy x zadané téleso vznikne a grafem které funkce je tato ploch
vymezena.
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CVICENI K PRIKLADU 7

1. Urcete povrchy nasledujicich rotac¢nich téles

a) valce o poloméru podstavy r a vysce 4,

b) kuzele o poloméru podstavy r a vysce 4,

¢) komolého kuzele o polomérech podstav ry a r, (r; > r;) a vysce h,
d) kulové usece o vysce h odfiznutého rovinou z koule o poloméru r.

Vysledky:

Cviceni k prikladim 1 —4

1a) 2—63 1b) 1, lc) 3, 1y "=
n+l1

2a) zr?, 2b) ab , 2¢) %ab, 2d) %bcz.

Cviceni k prikladu 5

3
2 o %o
1a)8—a TR , 1b)l e’ +e |,
27 4 a 2

71'21"

Ic) E 1d) \/(bz—az)z +(b _“1)2 .

Cviceni k piikladu 6

la) #r’h, 1b) %ﬁrzh , lc) %72'/1(7”12 +nr +r22) ,

4 1
1d) Eﬁabz, le) zrh® —gﬂ'h3, 1f) zpa®.

Cvideni k p¥ikladu 7"

la) 27r* +2zrh , 1b) 7’ +zr\r’ + 1,

1o) it 4zt +x(n+n )W +(r,—1) 1d) 7 (2rh =)+ 27rh.

12 Ve vysledcich jsou krom& povrchu plasté rotaéniho télesa zapoéteny i povrchy podstav téchto rota¢nich téles.



